Matematicka analyza pre fyzikov IlI. oz i

Prednaska 7

7.1. Uvod

Preco potrebujeme Lebesgueov integral?
e umoZziuje integrovat’ ovel’a SirSiu triedu funkcii
e vel’a dolezitych tvrdeni prenho plati pri slabSich predpokladoch

e mnoZzina funkcii, ktoré maji konec¢ny Lebesgueov integral, mé lepSie vlastnosti ako v pripade Riemannovho

integralu

e fyzici potrebuju v kvantovej mechanike dolezity priestor Lebesgueovsky integrovatel'nych funkcii v kvad-

rate (Hilbertov priestor)

 Priklad 7.1.1 ("Zo 7ivota fyzika”). .

V matematicko-fyzikdlnych modeloch spojité funkcie Casto nestaCia, nedokdZu popisat’ heterogénny
materidl zloZeny zo zloziek rdznych vlastnosti. Pri vyuZiti principu minima potencialnej energie hl’a-
ddme minimum funkciondlu, v ktorom sa hl’adand funkcia integruje. Minimum hI’addme pomocou
postupnosti funkcii, ktoré ddvaji hodnoty funkcionélu konvergujicich k minimu. Tieto funkcie kon-
verguju bodovo k hl’adanej limitnej funkcii. Tu vznikd problém, pokial’ p6vodné funkcie su Rieman-

novsky integrovatel'né, ich limita uz takd nemusi byt’.

Podstata rozdielu medzi Riemannovym a Lebesgueovym integralom:

e Riemann - Interval [a, b] rozdelime na dostatocne malé intervaly [x;_, x;], i = 1,2,...,n, Xo = a,x, = b,

zoberieme priblizné prispevky f(&)(x; — xi-1),& € [xi_1, x;] funkénych hodndt na [x;_;, x;] a s¢itame ich.
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Obr. 7.1: Zakladna myslienka Riemannovho a Lebesgueovho integralu.

Aby vsak tieto prispevky vel'mi nezdlezali na &;, musia sa funkéné hodnoty na [x;_;, x;] mdlo 1iSit’, ak bude

dizka tohto intervalu dost’ mala.

e [ebesgue - Rozdelime na malé intervaly [y;_;,y;] interval obsahujuci vSetky hodnoty funkcie na intervale
[a, b]. V kazdom z nich vezmeme nejaké c¢; a s¢itame priblizné prispevky c;u(M;), kde M; C [a, b] je interval

tych x € [a, b], pre ktoré je f(x) € [yi_1,y:] a u(M;) je ich vel'kost’.

,-[Priklad 7.1.2 (Zo zivota).]

Pokladnik pri pocitani celodennej trzby mdze postupovat’ dvoma sposobmi:

1. Robi si kopky penazi, ktoré dostal od jednotlivych zdkaznikov. Spocita hodnotu kazdej kdpky a

potom urobi sucet cez vSetky kopky.

2. Robi si kdpky penazi rovnakej nomindlnej hodnoty. Urc¢i pocet bankoviek (minci) v kazdej kopke

a vynasobi ich danou nomindlnou hodnotou. Nakoniec opét’ urobfi sucet cez vietky kopky.

\.

Lebesgueov integral si vyZaduje, aby sme vedeli merat’ vel'’kost’ - mieru v§eobecnejsich (zloZitejSich) mnoZin

ako su intervaly.

7.2. Miera

Jednou z najstarSich a zaroven najdolezitejSich dloh je stanovenie diiky, obsahu ¢i objemu kriviek, ploch ¢i telies.

Pri konStrukecii tedrie, ktord by bola schopna rozumne zachytit' vel’kost” mnoZiny (¢islo, ktoré ju charakterizuje),
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sa prirodzene predpokladd, Ze dobre zavedend mnoZinova funkcia bude mat’ niektoré “rozumné” a “intuitivne

£%%

zrejmé” vlastnosti. Pozrime sa na situdciu na reédlnej osi. Z toho, ¢o vieme, usudzujeme, Ze miera intervalu [0, 1]
by mala byt’ rovnd jednej. Pri posunuti intervalu sa vel’kost’ nezmeni. Je prirodzené poZadovat’, aby mnoZinova
funkcia kazdej ohrani¢enej podmnoZine R priradila nezdporni hodnotu a zjednoteniu dvoch disjunktnych inter-
valov priradila sicet oboch hodndt. Problém nastane, ak si vezmeme spocitatel'ne vel’a disjunktnych intervalov.
Vtedy na R neexistuje nezdpornd mnoZzinova funkcia s takymito vlastnost’ami. BohuZial' konecny pocet nie je
postacujici (limitny charakter je zrejme nevyhnutny) a zaroven Banach ukézal, Ze pre R", n > 3, neexistuju
konecne aditivne miery definované na vSetkych ohrani¢enych podmnozinach (pre n = 1, 2, existuji). ESte horSie
veci ukdzal Banach s Tarskim (paradox) v roku 1924, ktory jasne ilustruje, Ze uz samotné priestory R"” obsahuju
tak cudné mnoZiny, Ze nemoZzno ocakavat’, Ze budeme schopni definovat’ geometricky zmysluplny pojem miery

na vSetkych ich podmnoZinach. Preto sa musime obmedzit’ na vhodné mnoZinové systémy.

[Deﬁnicia 7.2.1.}

Nech X je nejakd mnozina a G C 2%. Lubovol'nd funkcia 7 : G — R* := [—o0, 0] sa nazyva

mnozinova funkcia.

Priklad 7.2.2 (Pravdepodobnost’ (hlava,orol)).}

Nech X = {H,0}a G, = {0,X}, G, ={0,{H}, {0}, X}, potom funkcia P : G; — [0, 1] definovand ako

P(A) = %, A € G; je mnoZinovi funkcia.

Nech a,b € R*, a < b. Intervalu [ prirad’'me funkciu

L] = b-a, a<b
e 0, a=b

T4 definuje na systéme vSetkych intervalov mnoZinovd funkciu, ktord sa nazyva dlzka intervalu. Z dvodu je

zrejmé, Ze je vhodné mat’ taky systém mnoZin, ktory je uzavrety na rozdiel a zjednotenie mnoZin.

[Deﬁm’cia 7.2.3.}

Nech X je nejakd mnoZina. Okruhom nazyvame systém podmnoZin S c 2%, pre ktory plati
(a) AALBES > AUBeS

(b) ALBeS >A\BeS
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Priklad 7.2.4.

Nech X je mnoZina, potom 2% je okruh.

MnoZina otvorenych mnoZin v R netvori okruh (preco ?).

Problém 7.2.5.

Mobzu tvorit’ okruh vSetky uzavreté mnoZiny v R ?
Tvori okruh systém {A, B,0,A\ B,B\ A,AU B,AAB},A # B,A,B # (?

Vlastnosti okruhu S: Ak A,B € S, A; € S, i = 1,2,...,k, potom
k
DoesS M| Jaes
) ANBeS =
k
(II) AAB € S (i) ()4ieS
i=1

Chyba ndm vsak dodlezita vlastnost’ a to td, Ze potrebujeme uzavretost’ na spocitatel'né zjednotenie.

{Deﬁnicia 7.2.7.}

Okruh S sa nazyva o-okruhom, ak pre kazdu postupnost’ prvkov {4,}, z S je aj

OA,- €S.
i=1

Poznamka 7.2.8.]

Ak v predchadzajuicich definicidch pridame vlastnost’ X € S, tak hovorime o algebre, o-algebre.

Z toho hned’ mame, Ze

A,eS, n=1,2,... :>ﬂA,-eS,
i=1
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ked’ Ze

ﬁAi =Ar\ O(Al \ A).
i=1 i=1

Otazka je, aky systém je okruhom v priestore R"? Co je vlastne interval v R"?

[Deﬁnicia 7.2.9.}

Intervalom v R", n > 2 nazveme mnoZinu tvaru Iy X I, X--- X I, kde I;, i = 1,2,...,n, je interval v R.

~ Priklad 7.2.10.

(a) {0, X} tvori o-okruh
(b) 2% tvori o-okruh

(c) S, - mnoZina ohranicenych intervalov v R” netvori ani okruh (iba tzv. semi-okruh)!

\

J

Usecky na priamke si teda prvky Sy, obdiZniky (so stranami rovnobeznymi s osami) si prvky S,, kvédre (so
stenami rovnobeZnymi s rovinami tvorenymi osami) st prvky Ss. Pozn. priestor (X, S) nazyvame meratel'ny.
Musime teda zaviest’ nejaky iny systém intervalov v R”, tak aby to bol okruh. M4 teda vlastnosti z vety 7.2.6.

Ide o mnoZinu vSetkych mnoZin v R”, ktoré sa dajd napisat’ ako zjednotenie kone¢ného poctu intervalov.

r—[Poznémka 7.2.11.}

k
Systém &, = {A cS,:3dA,i=1,2,...,k, A;eS,, A= UA,} tvori okruh.

i=1

\

Dalgia otdzka je, ako vhodne zaviest mnoZinovi funkciu tak, aby by ”dobre” merala mnoZiny v R”?

 Definicia 7.2.12.

MnozZinova funkcia 7 na okruhu S # 0 je aditivna, ak pre kazdé disjunktné A, B € S plati 7(A U B) =

7(A)+71(B). MnoZinova funkcia 74 na o-okruhu S # 0 je o-aditivna, ak pre kazdé po dvoch disjunktné
A eS8, i=1,2,... plati

T, [O A;) = i T4(A).

i=1 i=1
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M) =u( )+ (= )

+u( =)+

Obr. 7.2: g-aditivita mnoZinovej funkcie u.

'-l Veta 7.2.13.

Vlastnosti aditivnej a o-aditivnej mnozinovej funkcie 7, 7, na okruhu S a o-okruhu X:

L. 70) =0

2 (4]

i=1

7(A;) pre disjunktné mnoziny A; € S, i = 1,2,...,k

k
i=1
3.7(A)+1(B)=1AUB)+T(ANB)pre A,Be S

4. ACB, A, BeSat(A) <o = 1(B\A)=1B)—-1(A)

Nech je naviac T nezdpornd, potom

5.AcB = 1(A) <1(B)

k k

6. 7TAUB) <1t(A)+71(B)a T[U A,-) < Z 7(A), AieS
i=1 i=1

7. pre {Aj}2, C X7 (U A,-] < Z 75(A))

i=1 1

i=

Definicia 7.2.14. )

Nezapornd o-aditivna mnoZinova funkcia u definovand na o-okruhu § sa nazyva miera. Priestor s

mierou je trojica (X, S, u).
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S, En 2"

Obr. 7.3: KonStrukcia Lebesgueovej miery

~ Priklad 7.2.15.) \

(a) trividlna miera - X # 0, u(A) =0 prekazdi A € S

1, €A
(b) Diracova miera- X # 0,8 = 2%, x € X, u(A) = 6,(A) := { 0 x ‘A , pre kazdi A c X.

(c) aritmeticka (sCitacia) miera - X # 0, u(A) = #A pre kazdi A € S

(d) pravdepodobnostnd miera - 'ubovol’'nd normovand (u(X) = 1)

7.3. Konstrukcia Lebesgueovej miery

Prejdeme k dolezitej definicii, ktord predstavuje v matematike Standardny postup, ktorym je podmnoZine Eukli-
dovho priestoru priradena dizka, obsah plochy alebo objem. Lebesgueova miera je zovSeobecnenim pojmu objem.

Pre systém S, je I'ahko definovand miera prislichajica konceptu ”objemu” zndmemu v elementirnej geomet-
rii. Ak I =[], I; € S,, potom elementdrny objem oznaceny

n

my(I) = my, (rl Ii] = (b1 —a))(by —az) -+ - (b, — ay).
i=1

Zrejme takto definovand mnoZinova funkcia spliia vlastnosti miery na systéme S,. Nie je to viak okruh a tak
je otdzka ako rozsirit’ mieru na okruh &, tak, aby sa zachovala nezdpornost’ a aditivita. Plati vSak existencia
disjunktného rozkladu, teda pre kazdi A € &, existuju intervaly Ky, ..., K, € S, tak, Ze A = Ule K, KiNK;=
0, i # j. Takyto rozklad nie je jediny, ale to ndm nevadi.
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[Veta 7.3.1 (O rozsireni miery na Sn).]

Existuje prave jedna funkcia /7, na systéme mnozin &, s vlastnost’ami
(@) my(A) =my(A), A€ S,
(b) m,(AU B) =m,(A) +m,(B), A,Be&,, ANB=0

(c) je dand predpisom

p
n(A) = ) mu(Ky), A € &,

(K; tvoria disjunktny rozklad A)

(d) it (A) €RY

(e) 7in, (UA

(f) m,(A) + m,(B) =m,(AUB)+m,(ANB), A,Be&,

Zmn(A) A&, AiNA; =0, i % j

k k
®) mn(UAi] D (A, A €&,
i=1 i=1

(h) M, (A) < iy (B), A,B€E,, ACB

Pre posledné rozsirenie potrebujeme nasledujiicu vlastnost’ miery, ktord ndim ddva moZnost' aproximovat’
meratel' né mnoZiny otvorenymi aj uzavretymi mnoZinami.

,—{Lema 7.3.2 (Regularita miery).}

Ku kazdému A € &, a kazdému ¢ > 0 existuju také F, uzavretd, G, otvorend z &,, F. C A C G, Ze
plati

’/hn(A) = fhn(Fs) > ’/hn(A) - &,

my(A) < m,(G;) < m,(A) + &.

Teraz uZ mdZeme prejst’ k rozSireniu (a ndslednému zdZeniu) miery 7/, na iny systém podmnoZzin M, pre
ktory bude &, ¢ M, a zaroven bude o-algebrou. Najprv si definujeme mieru I'ubovol nej mnoziny, teda mpoziny

z 2% Plati, Ze ku kazdému A C R” existuje postupnost’ otvorenych intervalov I; € S,,, i € N tak, Ze A C U I;.
i=1
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{Deﬁnicia 7.3.3.}

Cislo

o (A) :=inf {Z m,(M;), A C U M;, M; € &,, M; je otvorené}
i=1

i=1

nazyvame vonkajSia miera.

~ Problém 7.3.4.}

UkdZzte, Ze pre kazdu ohrani¢ent mnoZinu A C R” je u;(A) < oo.

\

~— Priklad 7.3.5.

Nech A C R" je konecna alebo spocitatel'na. Potom p;(A) = 0. §peciélne w(@Q") = 0.

\

r—[Poznémka 7 .3.6.]

VonkajSia miera odhaduje "vel kost’ "danej mnoziny pomocou ich pokrytia z &,, ktoré vieme merat’. Je
vel'mi ddleZité, Ze berieme spocitatel né pokrytia. Keby sme brali infimum len cez kone¢né pokrytia,
dostali by sme prili§ hruby odhad (napr. uj(A) = 1,A = Q N [0, 1]). Bohuzial' aj pre spocitatel' né

pokrytia existuju také mnoZziny (voldme ich nemeratel’ né, prikladom je Vitaliho mnoZina).

\

[Veta 7.3.7 (Vlastnosti vonkajse;j miery).]

(D) (A) € [0,00], A € R”

(D) 4;0) = 0

(M) 44(A) < 4i,(B), AC B, A,BER"

o

OA,-] < D H(A), A€ R
i=1

i=1

V) u;,

(V) 1, (A) = my(A), A € &,

Désledok 7.3.8. )

U (RY) = oo,

http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html

{Deﬁnicia 7.3.9.}

Hovorime, Ze mnoZina A C R" je nulovd (ma nulovu mieru), ak 1, (A) = 0. Mieru v (priestor (X, %, v))
nazyvame uplnd(y), akk S CNeXav(N)=0=§ € X.

Nasledujica veta ndm hovorf aj o tom, Ze miera y, je Gplnd. Je to doleZité. Pozrime sa na nasledujicu tvahu.
Majme definovant mieru v, ktord ma vlastnosti miery u;. Povedzme, Ze ju chceme jednoducho rozsirit’ v pries-
tore R? pomocou kartézskeho sd¢inu, t.j. vezmeme najmensiu o—algebru S = 7~ X 7~ obsahujicu vietky mera-
tel'né (napr. ohranicené) ”obdfiniky” a definujeme mieru ako sucin, tj. v;(A X B) = v{(A) - v{(B), A,B€ 7 .Da
sa ukazat’, Zze mame definovany meratel’ ny priestor s mierou. No miera nie je definovand dobre, lebo pre kazdu
A €T :vi(A) = 0akazdi B € 7 mame v;(A X B) = 0. AvSak predpokladajme, Ze B je nemeratel'na (Vitaliho
mnoZina), potom v;(A X B) nie je definovand, ale AX B € A X C, kde C je meratel'nd a pokryje Bavi;(AXC) = 0.

Ak A ¢ B Cc R" a B je nulovd, potom aj A je nulova. Nech A; ¢ R”, i € N su nulové, potom aj ich

zjednotenie je nulové.

Miéme teda meratel' ny priestor, v ktorom kazdd podmnoZina mnoZiny miery nula je meratel'nd. Prejdeme teraz
k definicii meratel'nych mnoZzin v euklidovskych priestoroch. To preto, lebo na mnozZine systéme 2*" nie je miera

1, ani aditivna, nie to eSte o-—aditivna.

 Definicia 7.3.11.

Hovorime, Ze mnoZina A C R”" je kone¢ne meratel’'nd, ak existuje postupnost mnozin A, € &,, n € N,
ze (1 (ArA,) — 0 pre n — oo. MnoZinu kone¢ne meratel nych mnozin zna¢ime M£ . Povieme, Ze
mnozina A C R” je meratel'nd, ak je zjednotenim konecného alebo spocitatel' ného systému konecne

meratel'nych mnozin. Mnozinu meratel'nych mnoZin zna¢ime M.

r—[Poznémka 7.3.12.] \

Pre A,B C R”" oznaCuje symetrickd diferencia AAB to, ¢im sa od seba liSia mnoZiny A, B. Ak si
oznacime p(A, B) = 1, (AAB), potom je p(A, B) > 0, p(A, B) = p(B,A) a p(A,C) < p(A, B) + p(B,C)
(dokazte za cviCenie). Z vlastnosti definicie metriky neplati iba p(A,B) = 0 = A = B, ale iba Ze sa
mnoZziny A, B od seba liSia o nulovi mnoZinu. Kone¢ne meratel’'nd mnoZina je teda tak4, Ze je limitou

(vzhl'adom k p) postupnosti mnoZin z &,,.
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~{ Definicia 7.3.13.

Zizenim vonkajSej miery y;, na mnoZinu M, nazveme Lebesgueovou mierou v R" a ozna¢ime ju A,,.

r—[Poznémka 7.3.14.}

&, ¢ M., ked'7e v definicii stadf poloZit A, = A, n € N.

\.

,—{Veta 7.3.15 (Vlastnosti systému M,,).J

1.A,BeM,=(A\B) e M,

2. A e M,, ieN:UA,-eMn
i=1

3.R"e M,

4. na M, je , o—aditivna

5. ML= {A:AeM,, L(A) < o)

,—{Veta 7.3.16 (Postacujice podmienky meratel nosti mnoiiny).]

M, obsahuje
1. vSetky mnoziny z &,
2. vSetky otvorené a uzavreté mnoziny z R"” (0, R")

3. zjednotenia a prieniky spocitatel'ného systému mnozin z 1. , 2.

—~ Priklad 7.3.17.}

Nech zobrazenie f : R” — R” je definované na intervale I € S,, a je tam lipschitzovsky spojité, potom
je Murm(gr(f)) = 0 a pre n > m tiez A,,(Hy) = 0.

\.

~{ Definicia 7.3.18. )

Povieme, Ze nejakd vlastnost’ plati skoro vSade (s.v.) na mnoZine M, ak ma mnoZina N C M tych
bodov x € M, pre ktoré to neplati, mieru 0.
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